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Vorlesung vom 19.04.2018, ETEXvon Peter Lang

1. Homologie und Raumpaare

Definition (1.1)
Ein Raumpaar ist ein Paar (X, A) zusammen mit einem Morphismus i : A — X.

Daraus definiert man die relativen Homologiegruppen.

Hi(X,A) mit £k =0,1,2...

Bemerkung

Dies ist funktoriell, d.h. f: (X, A) = (Y, B) ~ f.: H(X,A) — H,(Y,B); Vk =0,1,2...
Elemente von Hy(X,A) werden durch rel k-Zykel reprisentiert, d.h. eine k-Kette mit

Rand in A.
Niitzlich bei Vergleich von Homologien Hy(X) und Hy(A).

Definition (1.2)

(X, A) Raumpaar und ¢ : A — X.

i.:S(A) — S(X) die zugehorige Abbildung der singuldren Kettenkomplexe.
Definiere den relativen singuldren Kettenkomplex wie folgt:

S(X,A) Y S, dh. bilde fiir jedes k = 0,1,2... die Faktorgruppe.

Wir erhalten dann eine Abbildung: 6y : Sk(X, A) = Sk_1(X, A) induziert von den Diffe-
rentialen.
~ (S(X,A),d) Komplex der relativen k-Ketten.

def

Definiere weiter die Homologie dieses Komplexes: Hy (X, A) = Hi(S (X, A),0)
Man erhélt folgendes Diagramm:

C—— S(A) —— Sp(4) —— -

e Si(X) —— Sk (X)) —— -

c— Sp(X,A) —— S (XA —— -




Das heiit 0 — S (A) — S(X) — S(X,A) — 0 ist eine kurze exakte Sequenz von
Kettenkomplexen.

Wir wollen eine Abbildung: H(X)zH,(X) — Z. Dazu betrachte n-dimensionale Mannig-
faltigkeit X: H,_r(X)axH,_(X) = H,__1(X), wobei (a, 8) = af = (=1)*pa

Bemerkung (1.3)
Dualitit:

Hi(X) x Hi(X) = Z

Hy(X) = Hom(Hy(X), Z) = Hy(X)*

Hy o(X) x Hy(X) > Z

Wir haben Isomorphismus H,,_;(X) = Hy(X)* nach dem Dualitétsprinzip.

Wir werden spéter fiir Kohomologie das Cup-Produkt definieren, welches eine Erweiterung
des Dualitatsprinzip darstellt und die Kohomologie zu einem graduierten, kommutativen
Ring macht. H x (X) = @,—, H*(X)

Theorem (Poincare-Dualitét 1.4)
X kompakte, orietierte Mfk. 3P : H*(X) — H,,_4(X) mit P Isomorphismus.

Theorem (1.5)
Sei0 > A — B. — C — 0 ein kurze exakte Sequenz von Komplexen.

So erhilt man eine lange exakte Sequenz in der Homologie:
.. = Hi(A) —» Hi(B) = Hi(C) = Hip—1(A) — ...

Beweis
Der Beweis funktioniert iiber Diagrammjagd. Hierbei betrachten wir uns folgendes Dia-
gramm:



e Ay —— A —— Ap g ——— -

+——— By — By — Bp_y — -

—— Cy —— Cypg —— Chg —— -

0 0 0

Wir wihlen ein ¢ € ker(Cy, — Cy_1), dann existiert ein b € By, weil die Abbildung
surjektiv ist nach Voraussetzung. Dieses ¢ wird auf ein b’ € Bj,_; geschickt. Weiter gilt fiir
das Bild von ¥', dass es 0 ist in Bj,_5 aufgrund der Exaktheit der Sequenz. Daher existiert
nun ein Zykel a € Aj_;. Insgesamt also eine Abbildung v : Cx — Ax_1 mit ¢ — a. Dies
induziert eine wohldefinierte Abbildung ¢ : Hi(C') — Hy_1(A).

Diese Abbildung wird auch Verbindungshomomorphismus genannt.

Bemerkung (1.6)
Ein bekannter Spezialfall ist folgendes Diagramm:

0 0
0 —— ker(a) > Ay Ay — coker(a) —— 0
0 — kerl(ﬂ) > By Byy — coker(f) —— 0
0 — k:erl(w) > O > Cr—y — coker(y) —— 0
0 0

Aus diesem erhalten wir dann die exakte Sequenz:
0 — ker(a) — ker(8) — ker(y) — coker(a) — coker(3) — coker(y) — 0.
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Anwendung
LEHS fiir Raumpaare:
wo = Hy(A) = Hi(X) = He(X, A) = Hy_1(A) — ...

Theorem

Ausschneidung[1.7] Sei (X, A) Raumpaar, U C A und U C A°. Dann induziert die Abbil-
dung j : (X \U,A\U) — (X, A) einen Isomorphismus der relativen Homologiegruppen
ot HW(X\U,A\U) — Hy(X, A)

Beispiel Sei (B,0B) der n-Ball und sein Rand als Raumpaar.

. > Hg(6B) — Hy(B) — Hy(B,dB) — Hy_1(0B) — ...

Wir kennen bereits die Homologiegruppen von B und 6B

Hi(B) =0 Vk > 0 Daraus erhalten wir dann: Hy(B,0B) = H,_1(0B) k>1
Und somit haben wir fA}lr die Homologiegruppen von dem Raumpaar folgendes:
H,(B,dB) =Z und Hy(B,dB) = 0 sonst.



Vorlesung vom 09.05.2018, BTpXvon Marina Schmidt
e Betrachte die Homologie von dem CW-Raum P = P*(R)

SOy Sy 89y oy ST

Definiere Cy := H, (S, 59 ") = Z,,, D Z,, mit ¢ : Cpyy — C,
Homologie von Paaren

0 — H,(S9) = H,(S%,589 ") — H, (ST — 0, Im(a) = Z(n, — s,),
N’

=C,

Daraus folgt, dass Im(a) = Z(n, — s,), und man bekommt:

Hey1 (S, 8) —= H,(S?) —— H,(89,87)

Ongy1=0s,41=F(ng—sq)

1 Homologie mit Koeffizienten

1.1 Motivierendes Beispiel

Betrachte die Oberfliche der Erde. Sie ist homotop zur S?, mit W : §? — R2,

v +— (t(v),p(v)) stetig. Dabei bezeichnet t(v) die Temperatur und p(v) den Luftdruck.

'Eis gibt antipodale Punkte, an denen das Wetter gleich ist.’
Angenommen, dies wére falsch, dann gilt: w(v) # w(—wv). Daraus folgt, dass
0:58% — St v % stetig ist. Also gilt o(—v) = —(v).

Satz (Borak-Ulam)
Wenn n > m ist, dann gibt es keine stetige Abbildung ¢ : S™ — S™ mit o(—v)

—p()Vovesn.



Beweis
(Fiir m=1 und m=0 ist es trivial)
Angenommen, es existiert eine Abbildung ¢ : S — S1.

.y 7(P") — n(P!) s £ g1

A

7./27. 7z Pr—

mit A\ : P* — ST

Fiir a € ™, ¢(a) € S gilt: A(p(a)) = ¢(a), ¢(a) = A(p(—a)). Also ist ¢(a) = A(p(—a)) =
A(p(a)) = p(a). Dies ist ein Widerspruch.

Der Beweis funktioniert nicht so, wenn P! durch P, m > 2, ersetzt wird. O]

1.2 H.(X,G)

Sei X ein topologischer Raum und G eine abelsche Gruppe (z.B. G = Z,Z/nZ,Q, ...).
Singulédre k-Kette in X mit Koeffizienten in G:
Element von S, (X,G): X n;o;, 0;: Ay — X, n; € G (vorher hatten wir n; € Z)

endlich

Anders gesagt: Si(X,G) = G @z Sp(X), z.B. Sp(X) = Sk(X,Z). Dies induziert eine
Randabbildung 1 ® dy, : Sp(X,G) — Sp_1(X, G), Xn;o; — 3n;0x0;.

Beispiel G =Z/2Z:1=-1,2=0
Sk(X,7/27): Koeflizienten 0,1, man kann alle Vorzeichen vergessen
Ketten-Komplex (Se(X,G), 1 ® ds)

Definition Hy(X,G) := Hy(S.(X,G), 1 ® 0) Homologie mit Koeffizienten in G
Eigenschaften von H(X, G):
0) Ho(X,Z) = Ho(X)
1) Hi(—,G) : X — Hp(X,G) ist ein Funktor Top — Ab;
(X—Y) = f. s H(X,G) — Hy(Y, Q)

2) Wenn f,g : X — Y homotopiedquivalent (f ~ g, X X Ii)Y, H(-,0) = f,
H(—,1)=g), dann f. = g, : Hy(X,G) — Hi(Y,G)

3) Mayer-Vietoris gilt wie vorher, relative Gruppe Hy(X, A; G)

4)
G i=0
Hi t,G — ’
(vt &) {0 i 0.
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Daraus folgt, dass:

1)
G k=0,n,
0 sonst.

Hi(S",G) = {
Hk+1(Bn+1,6Bn+1; G) = Hk(SnvG)a

G k=n,

0 sonst.

H(B",0B™ G)) = {

2) CW-Komplex: X ¢ XU ¢ X@ ¢ ... € X. Zelluldrer Ketten-Komplex Cy(X) =
Hy (X©®, X6 1) Cy(X,G) = Hy(X®, XD, Q) = G @z Co(X)
Dann: Hy(X; G) ~ H,(Co(X, G), ds)

Wir betrachten wieder P™!
CoP: 2 — 7 — ... 57-57-257)
In Z /27 gilt 2 = 0. Aufierdem ist: P° C P* C ... C P™.
Co(P*,2/27)  |2.)22—7./22.-257,)22-"> ... ~57,/22.-257./27
Dann gilt: Hy(X;G) ~ Hp(Co(X, G), d,).
= Hy(P",Z/27) = 7./27 fiir k = 0,1,2, ....n

NB: Hy(P",Z) = 0, Hy(P", 7) ®7, Z,/27 = 0

1.3 Anwendung

Wir betrachten die Abbildung P? — S2.
v :P? — 8% p— v(p) = c konstante Abbildung, P? > P! O PY,
p:P? — P?/P! = 52,
Sind v und p homotop zueinander?
Betrachte die induzierte in Homologie: p, : Hao(P) — Ho(S?)
=0 =Z
H,(P?*) — H,(S?), Z./27 + 0

Hy(P?) "5 Ho(S?) 7. = ps
—z =z
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Jetzt sehen wir uns folgendes an: H.(—,Z/27)!

ps : Ho(P?7,/27) — Hy(S?,7./27)

H,(P? Z/27) — H\(S?),7Z/27), Ho(P* Z/27) — Ho(S* 7./27)
ps : Ho(P? 7/27)) — Hy(S?),7.)27), 7.)27.-"+7/27

Yo 12 Hy(P? Z)27) — Ho(S?)

Da p, # . ist, gilt: p~~.
htp

1.4 Smith-Theorie

Betrachte die Abbildung p: Y 25X, d.h. S»2Lpn,
G(Y/X) = () zyklisch von Ordnung 2 mit o« : Y — Y.

tr: Sp(X,Z/27) — Sp(Y,Z)27), (¢ : Ay —> X) — (0 + ao)
Py SK(Y, Z/27) — Sp(X,Z)27), 0 — p- 0

0 — Sk(X,Z/)2Z) — Sp(Y,Z/27) — Si(X,Z/27Z) — 0

ist eine exakte Sequenz.
~ kurze exakte Sequenz von Komplexen:

0 — Se(X,Z)27) — So(Y,Z/27) — Se(X,Z/27) — 0
lange exakte Sequenz in Z /27 Homologie
. — Hy(X,2/22) — H,(Y,2/272) — H,(X,Z/2Z) — H, 1(Y,Z/2Z) — ...
Se(X,Z/27) — So(Y,Z/27) — Se(X,Z/2Z) — 0
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exakte Sequenz von Komplexen mit

Y & Y Y
\ / / )
X Ap—~+X

Daraus folgt:

e Hy (X, 2)22) 25 H (X, 2)22) 5 H (Y, 2)22) 2 H (X, 2)22) 20

o — H, (X, Z)27) — ...

10



Vorlesung vom 23.05.2018, KTEXvon Katharina Hansmann
1. e p-Formen:
P(X) 2 w= 3, ar*dy, wobei I = (iy,..., ip) mit

i <l < .. <lp, QF = Qi iy dyyp = dyy N Ndy, , ap = a(x)
wobei x € X reellwertige C'*°-Mannigfaltigkeit

o Auflere Ableitung:

OP(X) 2 QLX)

wrdw =", %dm Ady,

wobei d; Ndy; = —dg; Ndy; 000 =0
e de Rham-Komplex:

Q(X) = (Q(X),0):

[Q0X) 2 QLX) S S X))
e de Rham-Kohomologie:

_ {geschlossene p—Formen} __ ker(5:QP(X)—QPT1(X))
H(Ii)R(X> =4 {ezakte p—g’prmen} T am(8:QP~1(X)—Qr(X))

2. Funktionalitat:
(pull-back Methode)

Sei f: X — Y eine C*-Abbildung

R"™ 3 (21, ..., xn) = (y1(z, ..., ym(x)) € R™ dann:
FOr(Y) = OP(X)

w— ffw

Beispiel :
p=0: (¢:Y - R) = (pof: X = R)
p=Lw =" ai(y)dy, = Y, aily(@))dy,(2) = 7, 3 aily()) 2,

erhalte Cokettenabbildung:
QW) S oy) S axy) S .
i A e

00(X) 5 QX)) 5 QX(X) 5 ...

s [ HyRP(Y) — HyRP(X)
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3. Integration von p-Formen Aiber p-Ketten:

Sei 0 : AP — X ein p-Simplex in X aus C*°, w € QP(X) dann ist
N : N
<Yw>i=D o n <o w > = fﬁ/w p-Kette, mit v = >"." | n;oy,

<o,w > = fA o*w = fgw, fA o*w Integral von w A}lber o

4. Satz Satz von Stokes:

Sei T' eine p-Kette, w eine (p-1)-Form, dann gilt:

Jrdw= [ypw
1st dw =0, so ist farw =0

Beispiel :
_ P2 __ xdy—ydx
X =RN\{0}, w =245
dann ist dw = 0, aber andererseits fvw =27 # 0 mit v : [0,27] — X,
p = (cos(p), sin())
Also ist v kein Rand bzw. AT mit oI = v
s Hy(X) 0, [1] £0, Hig(X) £ 0 und [u] £ 0(x)
Angenommen: w = dn, dann fvw = fy dn = fa7 n =0, es gilt allerdings [w] # 0(x)

Eine weitere Interpretation von Stokes:

Satz Satz von dem Rand:

3 natirliche Abbildung o : HYp(X) — Homy(Hy(X),R),
[w] = (I =< T,w>= [ w), wobei [I'] C Hy(X) und <T,w >R

5. Weitere Struktur auf Hyp(X):

Wir definieren das sogenannte ,, Wedge-Produkt“oder auch ,,Dach-Produkt“genannt:

Definition :

A QP(X) x QUX) — QPFe(X)

(w,n) = wAn

(dxr,dxy) — dxp Adey = dag, wobel da; A dxj; = —dz; A dz;

Eigenschaften:

e A ist bilinear: (w+w* ) An=wAn+w A7
o A ist assoziativ: (WA D) AX=wA (nAN)

e A graduiert kommutativ: w € QP(X), n € QUX) = wAn= (-1 Aw
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e Leibniz Regel: d(w An) =dw An+ (—1)Pw A dn

Folgerung :

dw=0,dn=0=dwAn) =0

ist dw = 0, so ist w A d\ = £d(w A A) VA exakt

= [w A n] hingt nur von [w], [n] in Hyr(X) ab,

dh.wenn p* =n+dy=wAP  =wAn+wAd\=wAntdwAN)
= [wAN] = [wAn)..

~ A induziert

N : Hip(X) x Hjp(X) = Hip(X)

([w], []) = [w An]

wobei a=p+q, falls p+ ¢ < dim(X), sonst ist a=0. Dies ist eine zusétzliche Struktur
auf Hj,(X)

Definition :

Hip(X) = @,_ Hjr(X) mit n=dim(X)

N+ Hip(X) X Hjp(X) = Hip(X)

~ H}p(X) ist graduiert kommutative R-algebra

Bemerkung :
Fér allgemeine topologische Réume hat H?(X) = HP(X,Z) formal die selbe Struk-
tur, wie Hape(x)

Ziel:
Wir wollen im folgenden dafiir da cup-Produkt definieren
U: H?(X) x HP(X) — HPTI(X)

Vorbemerkungen:
FAlr X =P" =P*(C) gilt:

Z  fir p gerade p < 2n
Hy(X) = {0 (1)
,sonst
HP(X) = {Z Jfiir p gerade p < 2n )
0 ,sonst

Es stellt sich heraus 3k € H?(X) mit der Eigenschaft:
H2(X) = Zh
HY(X) = Zh?
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HY(X) = Zh3

H*n(X) = Zh"
wobei h2 = hUh, U: H? x H? — H*, i+l =0
und H*(X) =Z® Zh & ... ® Zh" ~ Z[h]/(h™+!)

Erinnerung :
Sei f:S™ — S™ dann:
Grad(f):=m < f, : H,(S") ™% H,(S"), wobei H,(S") ~Z

Sei X =P?(C), dann:

FrX o X, for Ha(X) Y gy x), o0 1) S ga(x), mit Hy(X) =
HYX) =17
Bemerkung :

Es gibt keine orientierungsumkehrende Abbildung von P?(C) — P?(C)
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Vorlesung vom 30.05.2018, ETpXvon Maikel Hajiabadi

1.5 Das universelle Koeffiziententheorem

Wiederholung
Fiir den néchsten Satz miissen wir uns zunéchst ein paar Begriffe ins Gedéchtnis rufen.

i) Eine kurze exakte Sequenz 0 — A —+ B =+ C — 0 von R-Moduln heiBt
spaltend, falls eine Spaltung s : C — B (Homomorphismus) existiert, sodass
mos=1tdc~B=ZA&C
Bsp: Die folgende exakte Sequenz 0 — Z 2.7 7/27 — 0 ist exakt, jedoch
7.2 7 & 7.)27, also nicht spaltend
Analog erkennt man, dass 0 — Z/27Z 2 ZJAZ — 7Z./2Z — 0 nicht spaltend sein
kann.

ii) Sei f: X — Y stetige Abbildung, so heifit f fiir den kommenden Fall natiirlich,
falls folgendes Diagramm kommutiert

0—H,(X)®G——H,(X,G) —=Tor(H,_1(X),G) —=0
| -eite | |
0—H,(Y)®G——H,(Y,G) —=Tor(H,_1(Y),G) —=0

Warnung: Es existiert keine natiirliche Spaltung dieser Sequenzen, z.B. fiir den Fall
P%(R) — S? , Kollabieren des 1-Skellets von P?(R)“, diese Sequenz spaltet zwar, ist jedoch
nicht natiirlich! (siehe weiter unten)

Nun koénnen wir folgendes Theorem formulieren:

Theorem (,,Universelles Koeffiziententheorem*)

Seien X ein topologischer Raum, G eine abelsche Gruppe

= es existieren natiirliche, spaltende, kurze exakte Sequenzen von abelschen Gruppen,
welche folgende Gestalt besitzen

i) Homologie: 0 — H,(X) ® G — H,(X,G) — Tor(H,—1(X),G) — 0
ii) Cohomologie: 0 — Ext(H,_1(X),G) = H?(X,G) - Hom(H,(X),G) = 0
Insbesondere gelten also:

1. H(X,G) = Hy(X)®G®Tor(Hy_1(X),G)
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2. H?(X,G) =~ Hom(H,(X),G) ® Ext(H,_,(X),G)

Dieses Theorem folgt direkt aus einem allgemeineren abstrakten Satz iiber freie Ketten-
komplexe und der Tatsache, dass man jede abelsche Gruppe als Z- Modul auffassen kann:

Theorem

Seien R HIR, (Cs, d,) Kettenkomplex iiber R mit C; freien R-Moduln, N R-Moduln
= d spaltende kurze exakte Sequenzen

0— H,(Cs) ® N = H,(C;,N) = Tor(H,—1(Cs),N) = 0

0 — Ext(H,—1(Cs),N) = H?(C5, N) - Hom(H,(C,),N) = 0

Bemerkung (Zu Tor und Ext)

Sei R HIR, d.h. VI C R Ideal gilt: Ja € R: I = (a) ¥ R

Oder allgemeiner: N C F F freier R-Modul = N frei

Sei nun M ein R-Modul, so versteht man unter einer Priasentation von M eine k.e.S.
0 — F, - F;, - M — 0, wobei Fy, F} freie R-Moduln sind.

Eine Wahl von Erzeugern m; € M, i € I liefert stets eine surjektive Abbildung

Fo: =@ Re; » M

i€l eiomy
Als Beispiel betrachten wir folgende Situation:

Sei Z/nZ ein Z-Modul, also R = Z, so liefert folgende k.e.S. eine Présentation von Z/nZ

Z Z/nZ 0

v 7 ——>7/nT—=0

S

Lemma .
Seien 0 — F| — Fy — M — 0 Prisentation von M | ¢ : M — M’ Homom., dann:

7;/

0 — F| — Fj — M' — 0 Présentation von M’
i) Jpo: Fo — F{, 1 : F1 — F{ Homom.: ¢goi =1 o0,

ii) Seien @, p1 zwei weitere solcher Homom.
=dJa:Fy—F:¢—¢@o=7"oaund ¢ —p; =aoi

Wir erhalten also folgendes Diagramm




Der Beweis an des Lemmas bleibt dem Leser tiberlassen.

Bemerkung
,Das Tensorprodukt ist rechtsexakt®, d.h.

Sei R Ring, 0 — A s B -2y 0 — 0 kurze exakte Sequenz von R-Moduln und N ein
weiterer R-Modul, dann ist die induzierte Sequenz

A®RNM>B®RN%C®RN—>Oexakt

(Ist N frei, so gilt sogar 0 - A ®@g N {eidN, p Qr N RLLLN C ®r N — 0 exakt)
Analog gilt ,Hom ist linksexakt*, kurz:
R Ring, 0 - A —- B — C' — 0 exakt, N R-Modul

= 0— Homg(C,N) — Homgr(B,N) — Hompg(A, N) exakt

Definition (von Tor®(M, N) & Extgr(M, N))

Wihle zunichst eine Présentation 0 — F} — Fy — M — 0 von M
= N.B.: 0 — F} — Fy — M — 0 exakt

definiere: o

Tor(M,N) := ker(F; @ N ML N)

Es gilt coker(F, @ N 2% [y @ N) = M @ N

)

0— Tor(M,N) > F,® N 2% F @ N - M ®z N — 0 exakt

Entsprechend definiert man Ext(M, N) := coker(Hom(Fy, N) — Hom(Fy, N))

Folglich erhdlt man also:

Bemerkung
i) 0 = Homg(M, N) — Hompg(Fy, N) = Homg(Fy,N) — Ext(M,N) — 0 ist exakt

ii) Tor und Ext sind wohldefiniert:
0 F—>F, M  Tor(M,N)—=F,®N—F@N—M®N

: : : Pp1®idN §s00®idN p®Ridyn
v . v v v v
0—>F "> F—>M Tor(M',N)—>F @N—>F, @ N—>M @ N

w1 {0 LSO )

Fiir alternative Wahl ¢g, ¢; Ja 1 Fy — FY, sodass ¢g — g =i oa,p1 — 1 =aoi
= Die induzierte Abbildung Tor(M,N) — Tor(M’', N) ist unabhingig von der
Wahl von ¢.

Analoge Uberlequngen mache man sich fiir Ext., folglich kommutiert:

Hom(M,N)—— Hom(Fy, N) —— Hom(F,, N) —— Ext(M, N)

\

= 5 §<PT jsﬂ*
Y Y
Hom(M,N') —— Hom(Fy, N') — Hom(F, N) — Ext(M, N’)
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Beispiele
i) Der Funktor Tor: M = Z/27 = Tor(Z/27Z,N)

0— Z =5 Z — Z/2Z — 0 exakt

Z@ZN—>Z®ZN

N N

= Tor(Z/2Z, N) = ker(N == N) =, coker(N —= N) = Z,/27 ®z N
Ist nun auch N = 7Z/27Z
= Tor(Z/2Z,N) = Z./2Z und coker(N —= N) = Z/27 @y, 7./27. = 7./ 27
ii) Zu Tor(Z/nZ,N): 0 = Z -+ Z — Z/nZ — 0 exakt
Tor(Z/nZ,N) = ker(N - N), coker(N =+ N) = Z/nZ @z N
Sei nun auch N = Z/mZ
N = Z/mZ — Z/mZ = Z/mZ
= coker = Z/nZ ®z Z/mZ = Z/(n,m)Z = L/ ggT (n,m)Z
Tor(Z/mZ,Z/nZ) = ker(N — N) = Z/ggT (n,m) (Ubung!)
iii) Tor(Z/nZ,Q) =0 (Q = Q nur 0 auf 0), Z/nZ ®; Q = 0
iv) Ext(Q,Z) = R, dies liefert also eine algebraische Einfiihrung der reellen Zahlen

v) M ® N ist Kokern derselben Abbildung von der Tor(M, N) Kern ist!
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Vorlesung vom 07.06.2018, BTEXvon Julia Skudlarek Seien (C,, d,) Kettenkom-
plex, C; freie R-Moduln, C, % Cy-1

Z, =ker (0,) C Cy, B4-1 =1m(0,) C Cpuy = Z,, B, freie R-Moduln

0— B, = Z, - H,(C,) — 0 eine Présentation von H,(C,)

Sei auflerdem
B, % B,.1 > By,

o
T T

SO o, B ool o
T T T
Zgm1 = Z, > Z.

eine kurz exakte Sequenz von Kettenkomplexen
0— Zy — Cy, — By — 0; Fq = B,_1 spaltet Vq
Nehme Hom(-,N), dann ist
0 — Hom(B,, N) — Hom(C,, N) — Hom(Z,, N) — 0
eine kurz exakte Sequenz von Kettenkomplexen und

HP~'(Hom(Z,, N)) — H?(Hom(B,, N)) — H?(Hom(C,, N)) — H?(Hom(Z,, N)) — H""'(Hom(B,, N

eine lange exakte Homologiesequenz.

0 — coker(SP~') — HP(Hom(C,, N)) — ker(SP) — 0 kurz exakte Sequenz

HP(Hom(Z,,N)) 2 HP*'(Hom(B,, N))

Hom(Z,, N) <+  Hom(B,,N)

Hom(—, N) auf 0 — B, — Z, — H,(C,) — 0 anwenden, dann gilt:

0 — Hom(H,(C,,N) — Hom(Z, N) — Hom(B, N) — Ext(H, (C.),N) — 0
I I
ker o7 cokerd?

0 — Ext(H,_1,(C,),N) - H’(Hom(C,, N)) — Hom(H,(Cs, N) = 0
also universelles Koeffizienten Theorem und diese Sequenz spaltet!
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Bemerkung
R=7Z

1. Haben gesehen: Ext(Z, Q) = Ext(Z/n,Q) =0

Tor(Z,Q) =Tor(Z/n,Q) = 0 ,d.h. Ext(G,Q) =Tor(G,Q)=0 VG endlich erzeugte
abelsche Gruppen

Universelles Koeffizienten Theorem: wenn H,(C,) endlich erzeugte abelsche Gruppe:

H;(Hom(C,) ® Q) = Hom(H;(C,) ® Q)

z.B X endl. CW Raum

Hi(X,Q) = Hi(X)®Q
H'(X,Q) = H'(X)® Q = Hom(H;(X),Q)

Bi = rang H;(X) = dimg H;(X,Q)

2. Die Abbildung H?(Hom(C,), N) — Hom(H,(C,, N) ist das selbe wie die “Paarung”
HP(Hom(C,),N) x H,(Co) = N

N,C R-Moduln Hom(C,N)x C — N
(p:C—=>N)xa — ¢la)=<p,a>=<ypla>

C.Kettenkomplex Hom(C,, N) x C, — N
©,a = < pla>

o, &0
Hom(C),_1, N) LN Hom(C,, N)

< dpla >=< p,da >
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HP(Hom(C,, N) x H,(Cy) ===~ wohldef.

p € C? 60, = 0, acC),0a = 0, < pla > hingt nur von Klasse [a|] € H,(C,),
v € HP(C,) ab.

1.6 Cup & Cap

X topologischer Raum, S,(X) singuldrer Kettenkomplex, R Ring,S, = S¢(X) ® R Ket-
tenkomplex von X, S* = Hom(S.(X), R) Kokettenkomplex

H;(X) == H;(S,), H(X) := H'(S*) R-Moduln

Wir werden das Cup-Produkt wie folgt konstruieren:

U HP(X) x HY(X) — HPM(X)

wobei wir H x (X) = @,—, H*(X) als “totale Kohomologie” bezeichnen.
~ H % (X) gr. comm. R-Alg. (“Kohomologie Ring”) und
f: X =Y~ fx: H(Y) — H % (X) Morphismus von gr. comm. R-Alg.

1.6.1 Cap-Produkt

N: HP(X) x Hypo(X) = Hy(X)

H.(X) =, , Hi(X) ist H*(X)-Modul

Danach: R = Z, X kompakte zusammenhéngende n-dimensionale Mannigfaltigkeit
Falls diese orientiert ist bezeichnen wir: [x] € H,,(X,Z) als “Fundamentalklasse von X”
und p : H?(X) = H,_,(X) mit ¢ — ¢ [z] als “Poincare Dualitét”

~ Bp = Bn—p

Notation: f :{0,...,p} = {0, ..., ¢} definiert eine Abbildung

A, = A,
€ > €5

Setze diese affin linear fort,zB zu 9, : {0,..,p — 1} — {0, ..., p} “lasse i aus”
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Ap—l — Ap i)X

wobei gilt
o)
Apg —
mit
p . .
Jo = Z(—l)’a(’).
=0

Beispiel 9,{0,1,2,3,4} — {0,1,2,3,4,5}, dann gilt: 0+ 0, 1+ 1,25 2, 35 4, 413 5
Definition p,q Zahlen n =p+q
A =2, {0, .., p} = {0,..,n} vermittels i — 7 und

Lo =P, {0,...,q} = {0, ..,n} vermittels i — p+i

wobei Ay, 1 Ay = Ay, pgn i Bg = A,

1.6.2 Cup-Produkt
5* =@ S*, S* = S¥(X) = Hom(Sk(x), R), c € S?, d € S9,
cUd € SPT wird definiert durch:

<cUd|lo >=<cloo),, > <dloops, >€R

wobei - das Produkt in R und o € Sy,
Allgemein gilt: c=> ¢, € Sx, ¢, € SP, d=>d, € S, d, € S?

cUd:Zchdq
X

Proposition U : S* x S* — S* ist bilinear und assoziativ (~ S* ist assoziative R-
Algebra). Es gibt ein Eins-Element: 1 € S*. f: X =Y stetig, f*: S*(Y) — S*(X)

wobei: f*(cUd) = f*(c) U f*(d)

Beweis
Bilinear: nach Konstruktion

Assoziativitit: c € SP, d € S, e S", 0 € S,,n=p+q+r
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<(cUd)Uelo >=<cUd|o o Npygn > <e€|oop., >

=< |00 Apign © Apprg >+ < d|o 0 Apygn © Poprg > < €[00 pry >

=< clooN, > <d|loo ., > <elogop., >=..

=<cU(dUe)lo >

Eins-Element: 1 € S* wird definiert durch festlegen

< 1llo >=1Vo : A, — X also Punkte in X)

Dann gilt
lud=duUl=d

und f: X - Y mitce SP(Y),de SUY), n=p+q

fr8P(Y) = SP(X)

< f(eUd)|o >=< cUd|fo >

=<c|foogol,, > <d|fooop,,>

=< frcloo N, > < fid|loopy, >

=< f*eU f*dlo >
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Vorlesung vom 13.06.2018, ETpXvon Cornelius Bergmann

Erinnerung
Status Quo: Zu jedem topologischen Raum X und kommutativem Ring mit Eins R hatten
wir den Kokettenkomplex S* := S*(X; R) konstruiert:

(X,R) ~ S* = @Sp , SP:= SP(X; R) mit Korandabbildung § := 7 : S? — SP*!

p=0

und festgestellt, dass dieser die Struktur einer assoziativen graduierten R-Algebra mit Eins
besitzt, deren die Multiplikation durch das Cup-Produkt U : S? x S? — SP*9 vermittelt
wird. Auf Kokettenniveau hatten wir U durch

(cUd|o) := (c|aA,) - (d|op,) fir c € SP,d € S, 0 € Spiy

definiert. Hier bezeichnen A\, := A, , : A, = A,, die Projektion auf die p-dimesionale linke
Seite des Einheitssimplex A, und p, := py, 1 &y = A, entsprechend die Projektion auf
die g-dimensionale rechte Seite von A,,.

Bemerkung

Diese Zuordnung ist natiirlich - das bedeutet, jede stetige Abbildung X — Y induziert eine
Kokettenabbildung S*X — S*Y. In kategorieller Sprache wiirden wir S* daher als einen
Funktor von der Kategorie TOP der topologischen Riaume in die der (Ko-)kettenkomplexe
KFETT bezeichnen.

Nun wollen wir die Eigenschaften dieser R-Algebra weiter untersuchen. Zuerst betrachten
wir dazu, wie die Korandabbildung ¢ und U vertauschen. Wir sehen, dass § als Alge-
brenabbildung die Leibnizregel erfiillt - 0 ist also eine Derivation. Der aufmerksame Leser
bemerke die Analogie zur Cartan-Ableitung im de-Rham-Komplex der Differentialformen
(wo die Algebrenmultiplikation durch das Wedge-Produkt A gegeben ist).

Theorem
Fiir c € SP und d € S9 gilt

d(cUud) =dcUd+ (—1)PcUdd.

Beweis
durch Ausschreiben beider Seiten. Es seien dazu ¢ € SP, d € S? und o € SPTTL Wir
berechnen die einzelnen Terme:

—_

(e Udlo) = (cl0(orn)) - (dlopy) 2 S (~1)clalen, . 8- sepal) - (dlopy),

bS]

~
I
o
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wobei wir in (x) die Gleichung

p+1 ‘ A p+1 ‘
AoApe1) =D (=1 (X))@ =D (=Doleq, ..., e, .. eps] (%)
i=0 =0

eingesetzt und dann die Linearitét von (-, -) genutzt haben. Weiter berechnen wir

p+1

(cUbdlo) = (cloy) - (dlo(opy)) = 3 (~1Y (clods) - (dloleps ey epranal),

J=0

auch hier wird (xx) durch eine analoge Formel wie vorher vermittelt:

g+1 g+1
(opgt1) = Z(_l)] (qu-i-l)(‘]) = Z(—l)ﬂa[ep, c Cpgs o Eppgr]- ()
=0 =0

Den dritten Term berechnen wir dann zu

ptq+1
(0(cud)|o) = (cUd|0(o)) = Z (=D cUd|oeg, .-k, eprqr])
k=0

p+1

= > (=D¥doleo, - ks -epa]) - (dlolepsr, - epigi])
k=0
pt+q+1

+ > (—D)Mcloleo, - - ep]) - (dlolep, - ey - - prqul)
k=p

k=p+l (AR
. ;;’”Term ;(—1)%\0[@0, b epi]) - d]olepis - Epigi])

q+1

+ Y (VP eloN,) - (dlolep, s épiis s Eprgnn)
l=p
p+1

= > (=D¥cloleo, ... ek, - epnr]) - (dlopy)
k=0

q+1
+ (—1)? Z(_l)l<c|0)‘p> Adlolep, - pri - Eprqrn])
l=p

= (0cUd|o) + (—1)P(cUdd|o),

was zu beweisen war. 0
Setzen wir fiir ¢ oder d nun Zykel oder Rénder ein, erhalten wir direkt das folgende
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Korollar 1) Z* C S* ist ein Unterring,
2) B* ist ein zweiseitiges Ideal in Z*.

Beweis

1): Fiir ¢,d € Z* ist nach der Leibnizregel 6(cUd) =0+£0 =0, also cUd € Z*.

2): Fir b = da,d € Z* gilt dann bUd = (0aUd) = 6(aUd) xaU _dd = 6(aUd) und
=0

ebenso dUb = d(dU a). O
Das bedeutet, unsere Produktstruktur steigt auf den Quotientenmodul H* := @ Z?/BP
p=0

ab! Also trigt auch die Kohomologie die Struktur einer graduierten R-Algebra. Assozia-
tivitdt und das Einselement werden natiirlich an den Quotienten vererbt.

1.7 Kommutativititseigenschaften von U

Wir haben nun fiir jeden topologischen Raum X und kommutativen Ring mit Eins R zwei
assoziative, graduierte R-Algebren mit Eins konstruiert, ndmlich S* = @ S? und H* =
@ HP. Auf beiden haben wir eine Multiplikation, die wir beide mit U bezeichnen. Wir
untersuchen U nun auf Kommutativitdt und werden feststellen, dass U auf H* graduiert
kommutativ, sprich kommutativ bis auf gradabhéngiges Vorzeichen ist, auf S* aber nicht.

Definition _
Es sei A* = @ AP eine graduierte R-Algebra. A heifit graduiert kommutativ, falls
p=0
a-b=(—1)Pb-a fiir alle a € AP, b € A?
gilt.
Beispiel

S* ist im Allgemeinen nicht graduiert kommutativ; konkret im - sehr elementaren - Fall

X=A = 6.—.0 2 .Wir definieren

1faHSO'ZAO—>A1,€0'—>€0

0 sonst

ceS% (clo) = {

de st (o) = {1fallsa:z’d:A1—>A1
0 sonst.

Eine einfache Rechnung zeigt dann, dass ¢ und d nicht (graduiert) kommutieren:
(cUdlid) = (c|id\o) - (d|idp1) =1-1=1#0=1-0= (d|id\,) - {c|idpo) = (d U clid).
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Satz (H*,U) ist graduiert kommutativ, sprich
aUb=(=1)""bUa fir allea € H?, b € H.
Der Beweis funktioniert nicht durch direktes Nachrechnen, da die Aussage auf Kozykel-
niveau falsch ist. Wir werden uns dem Beweis nun sukzessive nahern.
Zuerst definieren wir eine Abbildung 9, die die Ecken eines Elementarsimplex A,, permu-

tiert:
Definition

9:{0,....,p} — {0,...,p}
T = p—1
und bemerken
i) sgn(t) = (~1)PV2 =g,
ii) ¥ induziert Abbildungen
1) 9:40,—= 24,
2) 0,:S,—=S,,0—¢c, 001,
~ 0S5, — S,
3) 0 : SP — SPO": S* — S* definiert durch (0} (c)|o) = (c[0,(0))
~ 0t SF — S
Die Abbildung 0} nennen wir auch die Adjungierte zu 0,.
Lemma 0'(cUd) = (—1)P0"(d) U 0*(c) fiir alle c € SP, d € S1.
Beweis
Fir A, : A, = A,y und p, : Ay — Ay gelten die Regeln
Upradp = ppUyp
Upsapg = AUy

Deren Giiltigkeit machen wir uns klar, indem wir uns die Wirkungen von A, p und ¢ an
einem Diagramm klarmachen:

{0 p} {0 P}

b >

{0 pray = {07 L T

{0 p+q} {0
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Diese Regeln nutzen wir nun und berechnen

(#"(cud)o) = (cUd|f(a))
= EprglcUd|oUpyq)
= Eptqlclodprgp) - {dlodpiqpy)
= pralcloppdy) - {dloAgdy)
= Eprqldlorgdy) - (cloppdy)
= EptaSpqld|by(oAg)) - (clOp(opp))
= epreEpeel0'(d)|og) - (0°(c)|opp)
= (=1)P(0"(d) U &' (c)|o).

O

Es gelingt uns also, ¢ und d zu vertauschen, der Preis dafiir ist aber die Operation 6.
Daher liegt es nahe, Eigenschaften von #' zu untersuchen, insbesondere, ob #* nach H*
absteigt.

Lemma 00 = 00 (= 00" = 0'0), das heifst, 6 : S, — S, ist eine Kettenabbildung.

Erinnerung
An dieser Stelle wollen wir an die Abbildungen d, erinnern, die folgendermaflen definiert
wurden:

d;:{0,...,p—1} = {0,...,p} monoton und ¢ ¢ I'm(d;).

und die davon induzierten Abbildungen d; : AA,_1 — A,,.
Fir o € S, hatten wir den (n — 1)-Simplex, der aus o durch Weglassen der i-ten Ecke
hervorgeht, durch ¢ := ¢ o d; definiert.

Beweis
Fiir o € S, gilt nach Definition

P
9(0,(0)) = €,0(00,) =€ Z(_l)l(mgpw)
=0
Wir behaupten, dass
Qpc_li = C_lp—iﬁp—l
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gilt und verifizieren dies wieder durch Diagramme:

{0 p—1} {0 p—1}

|

{0 p} {0 | p}

Dann gilt auch 9,d; = d,_;,_; und schlussendlich (01,)®) = c®=99, ;.
Das fiihrt uns zur gesuchten Beziehung

0p(0) = &y § :(_1)i(0ﬁp)(i)5p E :(_1)i0(p_i) Up1 = epep-1(—1)° 0,(00) = 0,(00).
—_——

(_1)P(P+1)/2+(P*1)P/2+P

(—1)P°H+P=(—1)P(P+1) =1

=Z(71)p—jo(j) =
=(-1)? 3 (~1)ic® =

Folgerung
Wir erhalten induzierte Abbildungen 6 : H, — H, und ' : H* — H*.

Wenn wir nun zeigen, dass 6 und #' identisch auf H, respektive H* operieren, haben wir
die graduierte Kommutativitat von H*, unser eigentliches Ziel, gezeigt. Genau das besagt
folgende Proposition, die wir spéter beweisen werden:

Proposition 6 : S, — S, ist kettenhomotop zur Identitdt, das heifit, es gibt
Jp 1Sy = Spi1 S0, dass 0, —id = Op1J, + Jp,—10, gilt.

Folgerung
U: HP x H? — HP' ist graduiert kommutativ, sprich

[cud] = [0"(cud)] = (=1)P[0"(d) U (c)] = (—1)P![d U c].
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Vorlesung vom 14.06.2018, ETEXvon Rieke Deimer

1.8 Azyklische Modelle

Wir betrachten folgende Abbildung: 9, : {0, ...,p} — {0, ...,p},7 — p — .
Dies induziert

Uyt Ay = A

0, : Sp(X) — S,(X)

0:5,(X)— S(X),

welche wiederum absteigt auf

6, : Hy(X) — Hy(X).

Behauptung: Die letzte Abbildung entspricht der Identitét!

Die Homologie-Funktion ist hierbei speziell, denn es gelten:
i) S,(X) wird frei erzeugt durch o : A, = X

R, falls7 =0

0 sonst

ii) Esist H.(A,) = {

FAir alle o € S,(X) existiert ein S7 C So(X), welches o enthélt.
Es ist H;(S7) = 0,7 > 0 (azyklisch).

Lemma
Sei p 1 So(X) — So(X) eine Kettenabbildung. Nehme weiter an:
i) o So(X) — So(X) ist 0-Abbildung
i) FAlr alle o € Sy(X) gilt (o) C S°
Dann gilt: ¢ " 0, d.h. es existiert eine Kettenhomotopie, s.d. 9J + JO = ¢
(also p = Opr1dy + Jp-10,).

Beweis
Wir betrachten das folgende kommutative Diagramm:

o)) o1

Op+1 Ip
Sp+1 S p—1 s Sy _51 _So
©p Yp-1 o2 |er T o
/'a " .ap /).»'(92 /_).falJo
p+1 —1 e SQ Sl SO

Nun werden induktiv J, : Sp — Sp+1 konstruiert mit ¢, = Op1Jp + Jp—10,.
Wir setzen zu Beginn Jy = 0.
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Sei o € S, dann ist Jg;(0) = po(do) = 0, also (o) = T mit 7 € S°.

Setze also Ji(o) := 7, dann gilt ¢1(0) = 0Jy + Jy0.

Nun wird angenommen, dass Jy, ..., J,—1 bereits konstruiert sind (wobei gelte Ji (o) € S7).

Sei 0 € S, s0 ist Opp,(0) = wp—1(00) = 0pJy—1(00) + J,—2000. Es gilt also d(p,(c) —
=0

Jp—1(00)) = 0.

Es gibt ein 7 € S mit ¢,(0) — J,—1(00) = 07, wir setzen also J,(0) = 7.

= ¢,(0) = (0], + Jp-10)(0) fAir o € S,
q.e.d.

Anwendung
Betrachtet man ¢ = 6 — Id, wobei ¢ = 6y — Id = 0 und (o) C S7, so sind die

- hip.
Voraussetzungen des eben bewiesenen Lemmas erfA;llllt und es folgt, dass ¢ < 0, wegen

der Wahl von ¢ muss also 6 " 1d gelten.

1.9 Cap-Produkt

Wir definieren zunéchst die AbkA;llrzungen Sy = Sp(X) = Sp(X,R),S? = SP(X) =
SP(X, R).

Nun legen wir eine Operation N : S x S,4, — S, durch die Bedingung fest, dass

<cU d‘a >=< c|d N o >, d.h. das Cap-Produkt N ist die Adjungierte vom Cup-Produkt
U.

Weiter gilt: < cU d‘a >=< c’cr)\p >< d‘opq >=< c‘< dlopg > o\, >,

das heifit, das Cap-Produkt lédsst sich durch d No =< d|op, > o, explizit darstellen.
Die weiteren Eigenschaften von N folgen direkt aus den Eigenschaften vom Cup-Produkt
U. Die wichtigsten seien hier nun aufgelistet:

i) (cUd)No =cN(dNo) = S, wird zum graduierten Modul Aiber dem graduiertem
Ring S* (und der Grad von o € S, ist —p)

ii) Vertriglichkeit mit Randoperator: d(dNo) = (=1)PTddNo 4+ dNdo = N steigt ab
zu einer Operation N : H? x H,., — H, = H.(X) ist also H*(X)-Modul!
Rechnung: < eU (cUd)|o >=<e|(cUd)No >
Wegen Assoziativitdt von U ist auch < e U (¢ U d)‘cr >=< (eUc) U d}a >=<
eUcldno >=<elcn(dno) >
d(cUd) =dcUd+ (—1)PcUdd wobei ¢ € SP,d € S9
< deud|o >=<dc|dNo >=<clo(dNo >
< cUdd|o >=<c|d(d)No >
dNdoc=0(dNo)+ (=1)Po(d)No
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iii) Verhalten unter stetigen Abbildungen:
Sei f: X — Y, stetig zwischen den topologischen Rdumen X und Y.
Esist f. : Ho(X) — H.(Y) kovariant (Homologie),
f*(Y) = H*(X) kontravariant (Cohomologie).

H(X) x HJDJrq(Xf_> Hy(X)

r | |

HY(Y') x Hp-l—q(Y)m—) Hy(Y)

Es gilt also fAir ce H(Y),0 € H,,(X) die Projektionsformel f.(f*(c)No) =
cN fi(o).

Beweis
Hierfiir muss man lediglich der Nase folgen, dieser Beweis ist eine gute Ubung fiir das
formale Spiel mit Klammern und Abbildungen.

Definition

Refined Cap (verfeinertes Cap-Produkt)

Mit A < X definiere ein Raumpaar (X, A), H.(X, A) eine lange Homologiesequenz mit
H.(X),H.(A) und H*(X, A) eine lange exakte Cohomologiesequenz mit H*(X), H*(A).
Auf Ebene der Ketten bzw. Cokettenkomplexe erhalten wir also:

0 — So(A) = So(X) — So(X,A) — 0, dies ist fA}lr jeden Grad eine spaltende exakte
Sequenz,

0— S°(A) = S°(X) — S°(X, A) — 0 hier ebenfalls

S°(X) % So(X) - S,(X), (man beachte hier die Indexverschiebung),

es ergibt sich S°(X, A) x So(X, A) -5 S,(X).

Upshot:Das verfeinerte Cap-Produkt N : H4(X, A) x H,,(X,A) — H,(X) wird indu-
ziert vom Cap-Produkt N:S° x S, — S,

2 PoincarA ©-Dualitit

2.1 Homologische Orientierung

Definition
Eine (topologische) Mannigfaltigkeit der Dimension n ist ein Topologischer Raum M (hier

immer Hausdorffsch), s.d. fAir alle x € M eine offene Umgebung U C M existiert, welche
homA9omorph zum R” ist, d.h. wir kAqnnen uns M zumindest lokal als R" vorstellen.
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Also: Ve e M Jp: M DU % R™, x — 0, solche HomA9omorphismen ¢ bezeichnen wir
als Karte f/[ir M bei x.

Lemma
Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, z € M. Dann gilt stets

R, fallsi =n

0 sonst

H(M, M\ {x}) = {

wobei Hz(—) = HZ(—, R)

Beweis

Mit Ausschneidungslemma: H;(M, M \ {z}) = H;(U,U \ {z}) %) H;(R™",R™\ {0}) =
H;(B™,B"\ {0}) und

R, fallsi =n

0, sonst

Definition
Eine (homologische) Orientierung von M in x € M ist eine Wahl eines Erzeugers pu, €

H, (M, M\ {z}) fAlr H,(M, M\ {z}).

Beispiele
Gilt R = Z, so ist H,(M, M \ {z}) = Z. Bekanntermafien hat Z die beiden Erzeuger 1
und —1, d.h. es gibt in diesem Fall zwei verschiedene Orientierungen in z.

Betrachtet man R = Z/27Z, so stellt man fest, dass es nur eine mA9gliche Orientie-
rung im Punkt z gibt, denn H,, (M, M \ {0}) = Z/27Z, und dies hat bekanntlich nur einen
Erzeuger.

Sei nun X = R” der zugrundeliegende topologische Raum und B ein Ball mit z,y € B.
Man erhélt das folgende Diagramm:

B
R — H,(R",R"\ B) —= H,(R"R"\ {z}) < R
P

l—pp

H, (R, R*"\ {y}) < R

py 1
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Dabei gilt: p, und u, haben die gleiche Orientierung, wenn die Gleichungen p, = pZ(up),
ty = py (up) wahr sind.

Bemerkung Sei M kompakt. Die Orientierung von M ist py € H, (M), so dass pM :
H,(M) — H,(M, M\ {x}) und p} (1) ist eine Orientierung im Punkt x.
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